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RESUMEN

El Método de los Elementos Finitos Extendido (X-FEM) ha sidoempleado para resolver problemas de Mecánica de la
Fractura en materiales con diversas leyes de comportamiento (por ejemplo, materiales isótropos, ortótropos, piezoeléc-
tricos o magnetoelectroelásticos). Para cada tipo de material, es necesario obtener las llamadas “funciones de enriqueci-
miento” que modelan el comportamiento de los campos de desplazamientos y tensiones en el entorno del vértice de la
grieta. En este trabajo, dichas funciones han sido obtenidas para el caso de materiales totalmente anisótropos en forma
matricial en función del formalismo de Stroh. La formulación propuesta es validada comparando los resultados obtenidos
con algunos disponibles en la literatura.

ABSTRACT

The Extended Finite Element Method (X-FEM) has been used to solve fracture mechanics problems in materials with
different behavior laws, (e.g. isotropic, ortotropic, piezoelectric or magnetoelectroelastic materials). For eachkind of
material, is necessary to obtain the so called “enrichment functions” which model the behavior of the displacements and
stress fields near the crack tip. In this work, these functions have been obtained for the case of totally anisotropic materials
in matricial form in function of Stroh’s formalism. The proposed formulation is validated comparing the computed results
with ones available in literature.

PALABRAS-CLAVES : X-FEM, Materiales Anisótropos, Funciones de enriquecimiento.

1. INTRODUCCIÓN

El uso extensivo de materiales compuestos, y la consi-
guiente necesidad del análisis de la integridad estructural
de los mismos, ha provocado el desarrollo de diversas
herramientas numéricas para el análisis de problemas de
fractura en medios anisótropos, tales como el Método de
los Elementos de Contorno (MEC) [1, 2] o el Método de
los Elementos Finitos (MEF) [3].

Como es sabido, para el estudio de problemas de mecá-
nica de la fractura, el MEF presenta como gran incon-
veniente la necesidad de que la grieta coincida con la
superficie de separación entre elementos, con el consi-
guiente remallado cuando se quieren simular problemas
de crecimiento de grietas. Asimismo, se hace necesario el
empleo de elementos singulares alrededor del vértice de
grieta. El Método de los Elementos Finitos Extendidos
(X-FEM) solventa esas dificultades, incorporando ciertos

grados de libertad (en el marco de la Partición de la Uni-
dad [4]) de los nodos pertenecientes a los elementos que
contienen a la grieta. Este tipo de abordaje permite que la
grieta no dependa de la malla, facilitando simulaciones
de crecimiento de grieta.

Esta técnica se ha empleado con éxito para el análisis de
materiales isótropos [5], bimateriales [6], ortótropos [7],
piezoeléctricos [8] y magnetoelectroelásticos [9]. En este
trabajo se presenta una nueva formulación que permiti-
rá el análisis de mecánica de la fractura en medios bi-
dimensionales totalmente anisótropos. Para ello, se ob-
tendrán nuevas funciones de enriquecimiento en función
de las matrices definidas en el formalismo de Stroh. La
gran exactitud de la formulación presentada se demostra-
rá mediante la comparación con resultados disponibles en
la literatura.



2. ECUACIONES BÁSICAS

La relación lineal elástica más general entre tensionesσij

y deformacionesεkl en un dominio elástico viene dada
por:

σij = Cijklεkl (1)

dondeCijkl es la matriz constitutiva del material, o ley
de comportamiento, que presenta las siguientes relacio-
nes de simetría:

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij (2)

El tensor de deformacionesεij y el vector de desplaza-
mientosui están relacionados mediante la expresión (3):

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) (3)

donde se sabe que el tensor de deformaciones es simétri-
co debido a la igualdad en las derivadas cruzadas.

Por otra parte, la relación de equilibrio es:

σij,j + bi = 0 (4)

dondebi es el vector de fuerzas por unidad de volumen y
el tensor de tensiones es simétrico:σij = σji.

En medios anisótropos, se pueden obtener las solucio-
nes en el alrededor del vértice de grieta de acuerdo con
el formalismo de Stroh [10]. Si se utiliza un sistema de
coordinadas polares(r, θ) con origen en el vértice de
grieta, los campos de tensiones vienen dados por:

σij(r, θ) = (−1)j
√

1

2π
×

ℜ
(

2
∑

n=1

Kn

2
∑

m=1

BimB−1

mn

δj1µm + δj2
√

r (cos θ + µm sin θ)

)

(5)

mientras los desplazamientos pueden expresarse como:

ui(r, θ) =

√

2

π
×

ℜ

(

2
∑

n=1

Kn

2
∑

m=1

AimB
−1

mn

√

r (cos θ + µm sin θ)

) (6)

dondeKn comprende los modos de fracturaKI y KII ,
y ℜ(x) representa la parte real dex.

En (5) y (6), los tensoresA y B y µm dependen solamen-
te de las propiedades del material, y pueden ser obtenidos
resolviendo el siguiente problema de autovalores:

(

−L−1M −L−1

Z − MTL−1M −MTL−1

)(

Am

Bm

)

=

µm

(

Am

Bm

)

(sin sumas en m)

(7)

siendoL , M y Z los tensores definidos en el formalismo
de Stroh, a partir de las propiedades del material, como:

Z := C1ij1;M := C2ij1; L := C2ij2 (8)

3. FORMULACIÓN DE X-FEM Y FUNCIONES
DE ENRIQUECIMIENTO

El método fue originalmente propuesto en [11–13], sien-
do utilizando principalmente para simular discontinuida-
des a través de un enriquecimiento de los elementos fini-
tos usuales. Para ello, en una malla de elementos finitos,
se añaden ciertos grados de libertad en un conjunto de no-
dos apropiados con el fin de modelar de manera precisa
la discontinuidad introducida en el medio por la presencia
de la grieta.

3.1. Formulación de X-FEM

Sea un dominio arbitrario discretizado en un número tal
de elementos, que el número de nodos esN. Si dicho do-
minio contiene una grieta, el desplazamiento de un punto
cualquierax que pertenezca al dominio considerado pue-
de determinarse como [13]:

uh(x) =
∑

i∈N

Ni(x)ui+
∑

j∈NH

Nj(x)H(x)aj+

∑

k∈NCT

Nk(x)
∑

α

Fα(x)b
α
k ,

(9)

dondeNi(x) es la función de forma de los elementos fi-
nitos, asocidada al nodoi, ui es el vector de los grados de
libertad nodales en los elementos finitos clásicos, yaj y
bα
k son los grados de libertad adicionados que contienen

la grieta.H(x) es la función Heaviside, que simula la
discontinuidad en el campo de desplazamientos en am-
bas superficies de la grieta, mientras queFα(x) son las
funciones de enriquecimiento en el vértice de grieta. El
índiceα varia desde 1 hasta el número total de funciones
de enriquecimiento en el vértice de grieta necesarias, que
depende de la ley de comportamiento del material anali-
zado.

La figura 1 ilustra los elementos enriquecidos entorno de
la discontinuidad. Los elementos marcados con un círcu-
lo son enriquecidos con la función de Heaviside, mientras
los elementos marcados con un cuadrado presentan fun-
ciones de enriquecimiento de vértice de grieta, con el fin
de modelar el comportamiento asintótico en el entorno
del vértice de grieta.
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Figura 1: Nodos enriquecidos.

3.2. Funciones de enriquecimiento

Las funciones de enriquecimiento en el vértice de grieta
se definen como el conjunto de funciones que permi-
ten definir cualquier desplazamiento en el entorno de la
grieta como combinación de las mismas. El campo de
desplazamientos en el entorno del vértice de grieta para
materiales anisótropos, fue definido en la ecuación (6).

Si se expande esta suma, el campo de desplazamiento
puede ser escrito para un sólido bidimensional como:

u1(r, θ) =
√

2r
π
[KI(ℜ{A11B

−1

11
β1 +A12B

−1

21
β2})+

KII(ℜ{A11B
−1

12
β1 +A22B

−1

22
β2})]

(10)

u2(r, θ) =
√

2r
π
[KI(ℜ{A21B

−1

11
β1 +A22B

−1

21
β2})+

KII(ℜ{A21B
−1

12
β1 +A22B

−1

22
β2})]

(11)

donde:

βi =
√

cos θ + µi sin θ (12)

y µi son los autovalores con parte imaginaria positiva.

A partir de las ecuaciones (10) y (11), pueden definirse
las siguientes funciones de enriquecimiento de vértice de
grieta:

Fl(r, θ) =
√
r









ℜ{A11B
−1

11
β1 +A12B

−1

21
β2}

ℜ{A11B
−1

12
β1 +A12B

−1

22
β2}

ℜ{A21B
−1

11
β1 +A22B

−1

21
β2}

ℜ{A21B
−1

12
β1 +A22B

−1

22
β2}









(13)

Estas funciones de enriquecimiento obtenidas basadas en
formalismo de Stroh son sencillas y pueden ser utiliza-
das de forma general para materiales anisótropos, como
se verá en la próxima sección.

4. RESULTADOS

Para validar la formulación propuesta, se han resuelto
varios problemas y los resultados obtenidos se han com-

parado con los obtenidos por [1, 2] mediante el empleo
del Método de los Elementos de Contorno. En este tra-
bajo, la computación de los Factores de Intensidad de
Tensiones (FIT) se ha realizado mediante la Integral de
Interacción [14].

En todas las simulaciones se emplearon elementos cua-
driláteros lineales. Se consideraron 2 x 2 puntos de Gauss
en los elementos no enriquecidos, mientras que para los
elementos enriquecidos no particionados se usaron 5 x 5
puntos de Gauss. Los elementos particionados, se subdi-
vidieron en triángulos, y se emplearon 3 puntos de Gauss
en cada uno de ellos.

4.1. Grieta centrada en una placa ortótropa

El primer problema analizado es el de una placa cuadrada
(h/w = 1) con una grieta centrada de longitud2a, some-
tida a una tracción uniforme en dos lados opuestos, tal y
como ilustra la figura 2.

σ

σ

E1

E2

2w

2h

2a

Figura 2: Placa cuadrada con grieta centrada bajo una
tracción uniforme.

El problema se ha resuelto para distintas propiedades del
material. Habiéndose fijado los valores del módulo de
elasticidad transversalG12 = 6 GPa y el coeficiente de
Poissonν12 = 0,03, los módulos de YoungE1 y E2 se
calculan con las expresionesE1 = G12(ϕ+ 2ν12 + 1) y
E2 = E1/ϕ, siendoϕ una variable que determina la rela-
ción entre los módulos de elasticidad. Se han comparado
los resultados obtenidos con los presentados en [1,2] me-
diante el uso del Método de los Elementos de Contorno.

El FIT en modo I normalizado (KI/(σ
√
πa)), para di-

versos valores deϕ se muestran en la figura 3 para dos
mallas distintas. La relación entre la longitud de grieta y
el lado de la placa esa = 0,2w.
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Figura 3: Resultados para la placa cuadrada con grieta
centrada.
Se observa una buena correlación entre los datos obteni-
dos con MEC y los resultados calculados con la formula-
ción presentada en este trabajo.

4.2. Doble grieta de borde en una placa anisótropa

En este segundo ejemplo se analiza una placa cuadrada
(h/w = 1) con doble grieta de borde, sometida a tensión
uniforme en los dos lados opuestos, tal y como se muestra
en la figura 4.

σ

σ

E1

E2

2w

2h

aa

φ

Figura 4: Placa cuadrada con doble grieta de borde bajo
una tracción uniforme.
La placa es un laminado compuesto simétrico forma-
do por cuatro láminas de grafito-epoxy, con las si-
guientes propiedades elásticas:E1 = 144,8 GPa,
E2 = 11,7 GPa, G12 = 9,66 GPa y ν12 = 0,21.
Se ha variado la orientación de las fibras desdeφ = 0 a
φ = 90, para analizar la influencia en los FIT.

Considerando una longitud de grietaa = 0,5w, se ha ob-
tenido la figura 5 que representa los valores de FIT en

modo I normalizados porKI/(σ
√
πa) en función de la

orientación de las fibrasφ, verificándose en todos los ca-
sos la exactitud de los resultados presentados en este tra-
bajo, con respecto a trabajos anteriores.
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Figura 5: Resultados para la placa cuadrada con doble
grieta de borde.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha desarrollado una formulación ba-
sada en el Método de los Elementos Finitos Extendidos
para la resolución de problemas de mecánica de la fractu-
ra elástica lineal en medios bidimensionales anisótropos.
Se obtuvieron las nuevas funciones de enriquecimiento
necesarias a partir de los campos de desplazamientos de-
finidos mediante el formalismo de Stroh, de modo que
las funciones resultantes son sencillas y compactas.

La precisión de la formulación presentada se demuestra
mediante la obtención de los FIT mediante el Método de
la Integral de Interacción, y posterior comparación de re-
sultados con los obtenidos en trabajos previos [1,2].
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